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The main theme of this project is Artin’s Braid Groups Bn. They were introduced by Artin in 1925,
who proposed to use braids to study knots and links.
Our objective is to study the structure and the presentation of braid groups. In the first part we will
provide enough of the essential background so that the concepts used in the rest of the project will be
explained. In the second part we will introduce the definition of n-braid, as well as other concepts that
define its structure as a group.
And finally, in the last part, we will study the structure of braid groups through these previous concepts.
We will introduce the subgroup Pn (pure braid groups) and its structure as iterated semidirect product
of free groups obtained by the combing process. This subgroup will play a fundamental role in the proof
of the completeness of the relations that define the presentation of the braid group offered by Artin.
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El tema principal de este proyecto son los Grupos de Trenzas de Artin Bn. Fueron introducidos por
Artin en 1925, quien propuso usar las trenzas para estudiar nudos y enlaces.
Nuestro objetivo es estudiar la estructura y la presentacio´n de los grupos de trenzas. En la primera
parte proporcionaremos un repaso esencial de forma que los conceptos usados en el proyecto estara´n
previamente explicados. En la segunda parte introduciremos la definicio´n de n-trenza, as´ı como una
serie de conceptos que definen su estructura como grupo.
Y finalmente, en la u´ltima parte, estudiaremos la estructura del grupo de trenzas a trave´s de estos
conceptos previos. Introduciremos el subgrupo Pn (grupo de trenzas puras) y su estructura como pro-
ducto semidirecto iterado de grupos libres obtenido mediante el proceso de peinado de trenzas puras.
Este subgrupo jugara´ un papel fundamental en la demostracio´n de la completitud de las relaciones que
definen la presentacio´n del grupo de trenzas ofrecida por Artin.
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Los grupos de trenzas fueron introducidos expl´ıcitamente por Emil Artin en 1925, aunque
el matema´tico Adolf Hurwitz ya hab´ıa hecho referencia a ellos anteriormente en 1891 en su
estudio sobre la monodromı´a. Artin estudio´ el concepto trenza con el objetivo de formalizar
el entrelazado de varias cuerdas o arcos en el espacio eucl´ıdeo de dimensio´n 3; sen˜alando que
las trenzas con un nu´mero finito n de cuerdas o arcos forman un grupo, llamado el grupo de
n-trenzas, y denotado Bn.
Desde entonces los grupos de trenzas han sido estudiados profundamente por investigadores en
topolog´ıa y a´lgebra. Aunque, a pesar de la antigu¨edad de este concepto y del gran nu´mero de
matema´ticos y f´ısicos que se han dedicado a su investigacio´n, au´n se esta´n descubriendo algunos
resultados sorprendentes en el estudio de las trenzas. De entre las aportaciones recientes a esta
investigacio´n cabe destacar el hallazgo de V. Jones quien, en 1983, descubrio´ una nueva familia
de representaciones de los grupos de trenzas.
El intere´s que los grupos de trenzas han levantado entre investigadores y cient´ıficos se debe
a una amplia gama de aplicaciones en los campos de matema´ticas, f´ısica, qu´ımica polime´rica
y biolog´ıa molecular. Estando relacionadas con elementos geome´tricos como nudos, enlaces,
homeomorfismos en superficies y espacios de configuracio´n.
El objetivo de este trabajo es el estudio de la estructura del grupo de trenzas Bn. Haciendo
hincapie´ en el estudio de la presentacio´n del grupo de trenzas ofrecida por Artin, demostrando
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CAPI´TULO 1. INTRODUCCIO´N
la completitud de las relaciones de este grupo a trave´s del ana´lisis algebraico de un grupo
abstracto definido por estas mismas relaciones.
Incluye un resumen del material topolo´gico y algebraico que esta´ detra´s de este estudio, es
decir, unos conceptos previos muy teo´ricos que sera´n claves en el estudio de la presentacio´n del
grupo de trenzas. Una vez asimilados estos conceptos, en el cap´ıtulo 3 procederemos a explicar
el concepto trenza.
En el cap´ıtulo 4 estudiaremos la definicio´n del grupo de trenzas Bn y del caso particular del
subgrupo de trenzas puras Pn. Explicaremos el proceso de peinado de una trenza pura y,




2.1 El grupo libre
Definicio´n 2.1.1. Sea X un subconjunto de un grupo F , entonces F es un grupo libre con
base X si, para todo grupo G y toda funcio´n f : X −→ G, existe un u´nico homomorfismo






De esta definicio´n se deduce el siguiente teorema.
Teorema 2.1.1. Todo grupo G es cociente de un grupo libre.
G ∼= F/kerϕ
5
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En otras palabras, sea X subconjunto de F tal que X ∩ X−1 = ∅. Entonces F es un grupo
libre con base X si cada elemento no trivial de F puede ser u´nicamente representado como
f = x1x2 . . . xn, xi ∈ X ∪X−1, xixi+1 6= 1 ∀i.
Los elementos de X se llaman s´ımbolos.
Definicio´n 2.1.2. Una palabra es una cadena finita de s´ımbolos con repeticio´n. Al elemento
1 se le llama palabra vac´ıa.
Definicio´n 2.1.3. La forma reducida de una palabra es aquella en la que no hay ninguna
cancelacio´n posible. Es decir, una palabra es reducida si cumple alguna de las siguientes afir-
maciones:
• Es la palabra vac´ıa.
• Es de la forma w = x1x2 . . . xn donde xixi+1 6= 1 ∀i.
Proposicio´n 2.1.1. Hay una u´nica forma reducida de una palabra dada w.
Definicio´n 2.1.4. Se dice que dos palabras son equivalentes si tienen una misma forma
reducida. E´sta es una relacio´n de equivalencia.
Sea W el semigrupo formado por los s´ımbolos de X ∪X−1. El grupo libre F es el conjunto de
clases de equivalencia de palabras en W . Es un grupo con la ley de composicio´n.
Teorema 2.1.2. Dado un conjunto X siempre existe un grupo libre F con base X.
2.2 Presentaciones: generadores y relaciones
Definicio´n 2.2.1. Sea G un grupo. Entonces existe un conjunto X ⊂ G, X = {x1, x2, . . . , xn}
que genera G. Es decir, cada elemento g ∈ G puede ser expresado como producto finito de los
elementos de X y sus inversos. El conjunto X es llamado conjunto de generadores de G.
Definicio´n 2.2.2. Sea X este conjunto de generadores de G, y sea ∆ una familia de palabras
en X. El grupo G tiene relaciones ∆ si G ∼= F/R donde F es el grupo libre con base X y R
el subgrupo normal generado por ∆.
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Definicio´n 2.2.3. El par ordenado (X|∆) se denomina presentacio´n de G.
Teorema 2.2.1. Sea
〈x1, . . . , xn|R1 = 1, R2 = 1, . . . , Rm = 1〉
una presentacio´n del grupo G. Sea {S1, S2, . . . , Sl} un conjunto de elementos de G, donde
cada Si es una palabra formada por los xi y x
−1. Adema´s, sea N la clausura normal de
{S1, S2, . . . , Sl} en G. Entonces, el grupo cociente G
/
N tiene una presentacio´n de la forma:
G
/
N = 〈x1, . . . , xn|R1 = 1, R2 = 1, . . . , Rm = 1, S1 = 1, S2 = 1, . . . , Sl = 1}.
2.3 Producto semidirecto
Sea G un grupo con un elemento neutro e, N un subgrupo normal de G (i.e. N C G) y H un
subgrupo de G. Son equivalentes:
• G = NH y N ∩H = {e}.
• Todo elemento de G puede ser escrito de forma u´nica como el producto nh, donde n ∈ N
y h ∈ H.
• Todo elemento de G puede ser escrito de forma u´nica como el producto hn, donde h ∈ H
y n ∈ N .
• Existe un homomorfismo ϕ : G −→ H que es la identidad en H y cuyo nu´cleo ker(ϕ) = N .
Definicio´n 2.3.1. Si alguna, y por tanto todas estas condiciones se cumplen, decimos que G
es producto semidirecto de N y H, y se denota G = N oH.
Definicio´n 2.3.2. Sea G = NoH y sea Aut(N) el grupo de homomorfimos de N. La aplicacio´n
ϕ : H −→ Aut(N)
h −→ ϕh = hnh−1
es un homomorfismo entre grupos.
Definicio´n 2.3.3. Dados dos grupos N y H, y un homomorfismo de grupos ϕ : H −→ Aut(N)
podemos construir un nuevo grupo N oϕ H que se denomina producto semidirecto de N y
H con respecto a ϕ, y esta´ definido de la siguiente forma:
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• Como conjunto N oϕ H es el producto cartesiano N ×H.
• La multiplicacio´n de elementos en N oϕH esta´ determinada por el homomorfismo ϕ. La
operacio´n es
∗ : (N oϕ H)× (N oϕ H) −→ (N oϕ H)
((n1, h1), (n2, h2)) −→ (n1ϕh1(n2), h1h2)
para n1, n2 ∈ N y h1, h2 ∈ H.
Lema 2.3.1. Una de las versiones del splitting lemma para grupos enuncia que un grupo G
es isomoformo al producto semidirecto de dos grupos N y H si y so´lo si existe una sucesio´n
exacta corta
1 −→ N β−→ G α−→ H −→ 1
y un homomorfismo de grupos γ : H −→ G tal que α ◦ γ = idH , la identidad en H.
En este caso ϕ : H −→ Aut(N) esta´ definida por ϕ(h) = ϕh, donde
ϕh(n) = β
−1(γ(h)β(n)γ(h−1))
2.4 El grupo fundamental
Sea X un espacio topolo´gico. Un camino en X es una aplicacio´n continua ϕ : I −→ X.
Si f y g son dos caminos tal que el punto final de f es el punto inicial de g, entonces el producto
f · g esta´ definido por:
(f · g)(t) =

f(2t) si 0 ≤ t ≤ 12
g(2t− 1) si 12 ≤ t ≤ 1
Es decir, primero recorre el camino de f a doble velocidad, y despue´s el camino de g (tambie´n
a doble velocidad).
Definicio´n 2.4.1. Un camino con base en un punto p es una aplicacio´n continua ϕ : [0, 1] −→
X que cumple ϕ(0) = ϕ(1) = p. A este tipo de caminos se les llama camino cerrado o lazo.
Definicio´n 2.4.2. Dos lazos f y g con base en un punto comu´n p son homoto´picamente equiv-
alentes si existe una aplicacio´n continua H : [0, 1]× [0, 1] −→ X tal que:
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• H(s, 0) = f(s)
• H(s, 1) = g(s)
• H(0, t) = p
• H(1, t) = p
Esta relacio´n de homotop´ıa es una relacio´n de equivalencia.
Definicio´n 2.4.3. Las clases de homotop´ıa son las clases de equivalencia definidas por la
anterior relacio´n de equivalencia.
El producto de dos clases de equivalencia [f ] y [g] es la clase [f ·g]. Puede demostrarse que este
producto esta´ bien definido ya que es independiente de la eleccio´n de representantes. A partir
de este producto podemos obtener una estructura de grupo:
• Esta´ bien definido.
• El elemento neutro es la clase [y] donde y es el lazo trivial definido como y(t) = p ∀t ∈
[0, 1].
• El inverso de la clase de un lazo [f ] sera´ la clase de ese mismo lazo recorrido en sentido
contrario, es decir [f ]−1 = [f(1− t)].
Definicio´n 2.4.4. Sea p un punto de un espacio topolo´gico X, el conjunto formado por los
lazos con base en p es un grupo. Este grupo se denomina el grupo fundamental de X con
base en el punto p, denotado por pi(X, p).
Teorema 2.4.1. Si X es arco-conexo, los grupos pi(X,x) y pi(X, y) son isomorfos ∀x, y ∈ X
Definicio´n 2.4.5. Un conjunto A ⊂ X es un retracto de deformacio´n de X si existe una




tal que r ◦ i = idA, y existe una homotop´ıa f : X × I −→ X tal que:
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• ∀x ∈ X
f(x, 0) = x,
f(x, 1) = r(x).
• ∀a ∈ A, t ∈ I
f(a, t) = a.
Teorema 2.4.2. Si A es un retracto de deformacio´n de X, entonces la aplicacio´n inclusio´n
i : A ↪→ X induce un isomorfismo de pi(A, a) en pi(X, a) ∀a ∈ A.
Definicio´n 2.4.6. Un espacio topolo´gico X es contra´ıble a un punto si existe un punto x0 ∈ X
tal que {x0} es retracto de deformacio´n de X.
Definicio´n 2.4.7. Un espacio topolo´gico X es simplemente conexo si es arco-conexo y
pi(X,x) = {1} para algu´n x ∈ X.
Corolario 2.4.7.1. Un espacio topolo´gico X contra´ıble a un punto es simplemente conexo.
Teorema 2.4.3. Sea X = U ∪V , U, V abiertos tales que U ∩V simplemente conexo, entonces
pi(X) es el producto libre de los grupos pi(U) y pi(V ) con respecto a los homomorfismos ϕ1 :
pi(U)→ pi(X) y ϕ2 : pi(V )→ pi(X).
Nota: Este teorema es consecuencia del famoso teorema de Seifert y Van Kampen.
Ejemplo 2.4.1. Sea Y el grupo obtenido al quitar n puntos del plano, entonces el grupo fun-
damental pi(Y ) = pi(R2 − {p1, . . . , pn}) es un grupo libre generado por n elementos α1, . . . , αn.
Demostracio´n 2.4.1.1. Sea Y = R2−{p1, . . . , pn}, podemos encontrar un subconjunto X ⊂ Y
tal que X es la unio´n de n circunferencias unidas por un punto x0.
X es retracto de deformacio´n de Y , por lo que pi(Y ) = pi(X).
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• Caso base: n= 2: Supongamos X es la unio´n de dos circunferencias que se encuentran
en un solo punto x0, y sean A y B estas circunferencias. Como A y B no son abiertos,
no podemos aplicar directamente el TEOREMA 2.4.3.
Definimos dos abiertos:
U = X − {a}, a ∈ A,
V = X − {b}, b ∈ B,
tales que a, b 6= x0.
Tenemos por tanto X = U ∪V y U ∩V = X −{a, b} contra´ıble y por el corolario 2.4.7.1,
simplemente conexo. Estamos en condiciones de aplicar el TEOREMA 2.4.3. El resultado
es que pi(X) es producto libre de pi(U) y pi(V ) (o lo que es lo mismo, de pi(A) y pi(B))
que son grupos infinitos c´ıclicos. Y por tanto pi(X) grupo libre de dos generadores.
• Hipo´tesis de induccio´n Suponemos que se cumple para el caso n-1.
• Caso n. Vamos a ver ahora que se cumple para el caso n. Ahora el subconjunto X ⊂ Y
es la unio´n de n circunferencias A1, . . . , An.
Cogemos los abiertos
U = X − {a1, . . . , an−1},
V = X − {an}.
Volvemos a aplicar el TEOREMA 2.4.3, llegando a que pi(X) es el producto libre de pi(U)
y pi(V ) (o lo que es lo mismo, de pi(A1 ∪ . . . ∪ An−1) y pi(An)). Aplicamos la hipo´tesis
de induccio´n para deducir que pi(A1 ∪ . . .∪An−1) es un grupo libre de n-1 generadores, y
por tanto pi(X) sera´ un grupo libre de n generadores.




En este apartado vamos a introducir el concepto trenza, su definicio´n geome´trica y algunos
conceptos ba´sicos.
3.1 Definicio´n de trenza
Sea D el cubo unidad D = {(x, y, z)|0 ≤ x, y, z ≤ 1}. Situamos n puntos en la base superior del





















3.2. PROYECCIO´N DE TRENZAS CAPI´TULO 3. TEORI´A DE TRENZAS
Y ahora unimos los A1, A2, . . . , An y los B1, B2, . . . , Bn usando arcos d1, d2, . . . , dn.
Definicio´n 3.1.1. Decimos que el resultado es una n-trenza si se cumple:
• di, dj disjuntos ∀i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j.
• Cada plano de nivel {z = k} corta cada arco en un solo punto.
Figura 3.1: Ejemplos de la definicio´n 3.1.1.
En el primer dibujo de la Figura 3.1 podemos observar una 4-trenza ya que cumple las
propiedades anteriores. En cambio, el segundo dibujo no es una trenza, ya que el plano
de nivel {z = k} corta un mismo arco en hasta tres puntos.
Definicio´n 3.1.2. Una trenza β es pura si cada arco di une el punto Ai con el punto Bi.
3.2 Proyeccio´n de trenzas
Hasta ahora hemos tratado so´lo la representacio´n de n-trenzas sencillas. Para facilitarnos la
comprensio´n as´ı como la escritura de lo que queda de proyecto introducimos un nuevo concepto
que nos permitira´ ver nuestras trenzas en so´lo dos dimensiones.
Sea β una n-trenza dentro de un cubo D como las definidas anteriormente.
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• Primero proyectamos el cubo D al plano yz. Sea p la aplicacio´n proyeccio´n que env´ıa
un punto (x, y, z) de D a p(x, y, z) = (0, y, z). El resultado es una serie de arcos dos
dimensionales en el plano yz con varios puntos de interseccio´n. Llamamos βˆ a la proyeccio´n
de β sobre el plano yz, y por tanto dˆi a los arcos que componen esta proyeccio´n.
Figura 3.2: Proyeccio´n de una 4-trenza
• Una vez proyectada la n-trenza nos queda estudiar los puntos de interseccio´n de los arcos
en esta proyeccio´n. βˆ representa a β excepto por los puntos de interseccio´n, ya que en βˆ
no podemos saber que´ cuerda pasa por encima o por debajo, y es un dato importante
que nos puede cambiar totalmente la n-trenza. Aqu´ı tenemos un ejemplo de una 4-trenza
diferente a la de la Figura 3.2 con la misma proyeccio´n:
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Por tanto, para terminar con nuestra trenza proyectada, en cada interseccio´n cortaremos
el arco que pasa por detra´s en la n-trenza original β, dando as´ı un efecto de profundidad
a la proyeccio´n que nos permitira´ ver y, en caso necesario, recuperar la n-trenza original.
A lo largo del proyecto representaremos las trenzas de forma que podamos dividir el plano yz
en hiperplanos, y que entre dos hiperplanos consecutivos so´lo nos encontremos una interseccio´n
de los arcos. De esta forma la proyeccio´n de la trenza original de la figura 3.2. quedar´ıa:
Ahora, una vez definido el concepto proyeccio´n de trenzas, mostramos un diagrama a color
donde se observa con claridad la definicio´n de trenza pura:
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3.3 Isotop´ıa entre n-trenzas
Definicio´n 3.3.1. Dos n-trenzas β y β˜ son isoto´picas si β puede ser deformada de forma
continua a β˜. Es decir, si existe una aplicacio´n continua F : β× I −→ R2× I tal que para cada
s ∈ I la funcio´n Fs : β −→ R2 × I dada por Fs(x) = F (x, s) es una inmersio´n cuya imagen es
una n-trenza. Adema´s debe cumplir F0 = idβ y F1(β) = β˜. Claramente los puntos extremos de
β quedan fijos para cada s, es decir, Fs = id∂β
Definicio´n 3.3.2. La familia {Fs}s∈I se denomina isotop´ıa entre β y β˜.
Lema 3.3.1. La relacio´n de isotop´ıa es una relacio´n de equivalencia.
Figura 3.3: Dos 3-trenzas isoto´picas
3.4 Composicio´n de n-trenzas
Sean β1 y β2 dos n-trenzas. Definimos el producto o composicio´n de β1 y β2, denotado β1β2,
de la siguiente forma:
1 Colocamos la trenza β2 debajo de β1, haciendo coincidir el plano inferior de β1 con el superior
de β2.
2 Borramos este plano, de forma que las trenzas β1 y β2 quedan unidas entre s´ı.
Este proceso da lugar a una nueva n-trenza que hemos llamado β1β2.
Directamente de la definicio´n de composicio´n podemos deducir que las n-trenzas cumplen la
propiedad asociativa, es decir
(β1β2)β3 = β1(β2β3).
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Figura 3.4: composicio´n β1β2
Sin embargo, no siempre cumplen la propiedad conmutativa, es decir, β1β2 no tiene que ser
igual que β2β1.
Figura 3.5: Ejemplo de composicio´n no conmutativa
En el ejemplo de la Figura 3.5 observamos que el producto β1β2 no es isoto´pico a β2β1.
Definicio´n 3.4.1. La trenza inversa de la n-trenza β es una n-trenza β−1 tal que
β ◦ β−1 ∼ 1n
donde 1n es la n-trenza trivial (i.e. β1n = 1nβ)
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Cap´ıtulo 4
El grupo de trenzas
4.1 Definicio´n del grupo de trenzas
En el contexto de las matema´ticas, si dos trenzas son equivalentes, las podemos tratar como la
misma trenza.
Sea Bn el conjunto formado por todas las n-trenzas mo´dulo relaciones de isotop´ıa.
Como hemos visto en el apartado anterior, este conjunto tiene estructura de grupo:
• El producto de dos n-trenzas β1β2 es otra n-trenza.
• Cumple la propiedad asociativa (β1β2)β3 = β1(β2β3).
• Existe un elemento neutro al que hemos llamado n-trenza trivial 1n.
• Toda n-trenza β tiene un inverso β−1.
Por tanto este conjunto Bn es el denominado grupo de n-trenzas o grupo de Artin.
Definicio´n 4.1.1. Sea σi la n-trenza que cruza el arco i con el arco i+1 mientras que los dema´s
arcos permanecen en su posicio´n. Por convenio diremos que σi cruza el arco i por encima del
arco i+ 1 y, por tanto, σi
−1 es la n-trenza que cruza el arco i por debajo del arco i+ 1.
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Figura 4.1: σi y σi
−1
A estos σ±1i los denominaremos generadores.
Bn se puede ver algebraicamente como el grupo presentado con los generadores σ1, . . . , σn−1
(cualquier elemento β de Bn se puede escribir como producto de los σi y sus inversos) y las
relaciones
σiσj = σjσi
para i, j ∈ {1, . . . , n− 1} tal que |i− j|≥ 2,
σiσi+1σi = σi+1σiσi+1
para i ∈ {1, . . . , n− 2}.
Figura 4.2: σiσj = σjσi
Figura 4.3: σiσi+1σi = σi+1σiσi+1
Ma´s tarde comprobaremos la completitud de estas relaciones.
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4.1.1 El subgrupo Pn
Proposicio´n 4.1.1. Toda n-trenza β ∈ Bn define una permutacio´n, que es un elemento de Σn.
Demostracio´n 4.1.1.1. Definimos la proyeccio´n natural
pi : Bn −→ Σn
que env´ıa cada uno de los generadores σi a la trasposicio´n simple si ∈ Σn, que permuta los
elementos i y i+ 1 y deja los dema´s elementos esta´ticos.
Sea β una palabra de Bn
β = σα1i1 . . . σ
αk
ik
para 1 ≤ i1, i2, . . . , ik ≤ n− 1.
La proyeccio´n de β sobre Σn sera´ entonces
pi(β) = pi(σα1i1 . . . σ
αk
ik
) = sα1i1 . . . s
αk
ik
que es producto de trasposiciones simples y, por tanto, pi(β) ∈ Σn.
Una trenza pura β es aquella cuya proyeccio´n natural sobre Σn pi(β) = (1), por tanto el nu´cleo
de este homomorfismo es el conjunto formado por las n-trenzas puras Pn ⊂ Bn.
1. Vamos a ver que Pn ⊂ Bn es un subgrupo:
Sean β1, β2 ∈ Pn, por definicio´n de trenza pura pi(β1) = pi(β2) = (1).
Queremos ver que β1β2 ∈ Pn
pi(β1β2) = pi(β1)pi(β2) = (1).
Deducimos entonces Pn subgrupo de Bn.
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para todo β1 ∈ Bn y β2 ∈ Pn.
pi(β1β2β1
−1) = pi(β1)pi(β2)pi(β1−1) = pi(β1β1−1) = (1),
luego podemos afirmar β1β2β1
−1 ∈ Pn y, efectivamente,
Pn C Bn.
3. Tenemos una sucesio´n exacta corta
1 −→ Pn i−→ Bn pi−→ Σn −→ 1
Un papel muy importante en el peinado de trenzas lo jugara´n unas n-trenzas puras que deno-
taremos xi, definidas por:
xi = σn−1 . . . σi+1σi2σi+1−1 . . . σn−1−1
Figura 4.4: n-trenza pura xi
4.2 Peinado de trenzas puras
En este apartado vamos a explicar el proceso de peinado de trenzas puras de Artin. Sea β una
n-trenza pura β ∈ Pn (pi(β) = 1).
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Definimos el homomorfismo
f : Pn −→ Pn−1
β 7−→ f(β)
donde f(β) es la (n− 1)-trenza obtenida al quitar la u´ltima cuerda de β
Definimos ahora la inclusio´n r : Pn−1 −→ Pn, que env´ıa una (n−1)-trenza pura a una n-trenza
pura an˜adiendo la u´ltima cuerda sin iteraccio´n con las dema´s.
El nu´cleo de este homomorfismo sera´n aquellas n-trenzas cuyas n − 1 primeras cuerdas per-
manezcan esta´ticas, es decir, rectas hacia abajo. Sea K este nu´cleo, podemos expresar los
elementos de K como
(r ◦ f)(β)−1β
es decir, las n-trenzas del ker(f) son producto de las n-trenzas puras xi definidas en la seccio´n
anterior y sus inversos.
Nuestro objetivo ahora es ver que Pn es isomorfo al producto semidirecto de Pn−1 y K
• Construimos la sucesio´n:
1 −→ K i−→ Pn f−→ Pn−1 −→ 1
Vamos a ver que es exacta:
– f exhaustiva: ∀β2 ∈ Pn−1 ∃β1 ∈ Pn tal que f(β1) = β2.
Si β2 es un (n−1)-trenza pura, de hecho, tendra´ varias antiima´genes por f , an˜adimos
una cuerda n a β2 que no se cruza con ninguna otra cuerda, nos queda una n-trenza
pura β1 tal que f(β1) = β2.
– i inyectiva. Lo es por definicio´n de la aplicacio´n inclusio´n.
– ker(f) = im(i). Como i es la aplicacio´n inclusio´n, im(i) es el propio conjunto de
salida K. Por otro lado, hab´ıamos definido K = ker(f), tenemos entonces la igual-
dad.
Por lo tanto hemos visto que existe tal sucesio´n exacta corta.
• Como hemos definido anteriormente, existe un homomorfismo
r : Pn−1 −→ Pn
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tal que f ◦ r = idPn . Siendo esta r la aplicacio´n inclusio´n, que an˜ade una cuerda recta a
una (n− 1)-trenza pura.
f ◦ r(β) = f(r(β)) = β
(an˜adimos una u´ltima cuerda y despue´s la quitamos).
Por tanto, usando el lema 2.3.1: Splitting lema para grupos deducimos que
Pn = K o Pn−1.
Los elementos de K son n-trenzas con las n− 1 primeras cuerdas rectas hacia abajo, por tanto
si miramos estas trenzas desde arriba podemos identificar K como el grupo fundamental del
plano menos un conjunto de n-1 puntos que, como vimos en el Ejemplo 2.4.1 es un grupo
libre con n− 1 generadores
K ∼= pi(R2\{1, . . . , n− 1}) ∼= Fn−1.
Llegando a que
Pn ∼= Fn−1 o Pn−1.
Si aplicamos induccio´n sobre n y, por tanto, realizamos esta operacio´n en todos los Pi hasta
llegar a P2 nos quedara´:
Pn ∼= Fn−1 o Fn−2 o . . .o P2
pero P2 ∼= F1 ya que esta´ generado por un u´nico elemento
P2 = 〈σ21〉.
Quedando como expresio´n final de Pn el producto semidirecto iterado de los grupos libres
F1, F2, . . . , Fn−1
Pn ∼= Fn−1 o Fn−2 o . . .o F1
que tambie´n se puede expresar
Pn ∼= F1 n F2 n . . .n Fn−1.
24
4.2. PEINADO DE TRENZAS PURAS CAPI´TULO 4. EL GRUPO DE TRENZAS
Por tanto β ∈ Pn tiene una u´nica expresio´n (es u´nica por las propiedades de producto semidi-
recto)
β = β1β2 . . . βn−1
para βi ∈ Fi.
4.2.1 Peinado algebraico de Pn
Ahora vamos a explicar paso por paso el proceso algebraico de peinado de una trenza pura, es
decir, co´mo obtener la descomposicio´n de una trenza pura en producto de elementos del grupo
libre que hemos definido antes.
Sea β ∈ Pn, podemos ver β como una palabra formada por los generadores de Bn
β = σα1i1 . . . σ
αk
ik
para 1 ≤ i1, i2, . . . , ik ≤ n− 1.
Expresar β sin σn−1
Lo primero que vamos a hacer es dividir la trenza en hiperplanos, de forma que entre cada dos
hiperplanos so´lo quede un generador σi.
Ahora nuestro objetivo es, an˜adiendo delante y detra´s de cada generador lo que necesitamos,
hacer que la trenza que queda entre dos hiperplanos lleve la cuerda n a la posicio´n n.
Este proceso nos permitira´ expresar nuestra trenza β como producto de los generadores
σ1, σ2, . . . , σn−2, x1, x2, . . . , xn−1
todos ellos definidos anteriormente.
Recordamos que la expresio´n de xi es:






4.2. PEINADO DE TRENZAS PURAS CAPI´TULO 4. EL GRUPO DE TRENZAS
Figura 4.5: generadores σi y xi
Nos centramos entonces en la trenza que queda entre dos hiperplanos consecutivos tratando
todos los casos posibles.
Principalmente lo dividimos en dos grandes casos, que el generador sea σi o σ
−1
i y, dependiendo
de la posicio´n que ocupa la cuerda n, dividiremos cada uno de estos casos en otros subcasos.
Algunos de los ana´lisis de estos casos sera´n parecidos y, por tanto, el proceso puede resultar
mono´tono para el lector.
1. Caso σi. Sea j la posicio´n que ocupa la u´ltima cuerda
(a) j < i
An˜adimos delante y detra´s unas trenzas que hacen volver la cuerda que ahora esta´
en la posicio´n j a la posicio´n n, quedando β˜:
Figura 4.6: β˜ isoto´pica a σi−1
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Utilizando las relaciones de Bn vemos que efectivamente se puede reducir a σi−1.
Gracias a la relacio´n
σiσj = σjσi |i− j| ≥ 2
podemos intercambiar σi con σk ∀k ∈ {j, . . . , i− 2} quedando as´ı:





Ahora los σk se anulan con los σ
−1
k ∀k ∈ {j, . . . , i − 2}, y la expresio´n de β˜ queda
reducida a:





Es ahora momento de utilizar la otra relacio´n de Bn
σkσk+1σk = σk+1σkσk+1 ⇒ σkσk+1σ−1k = σ−1k+1σkσk+1.
Tenemos permiso entonces para sustituir σi−1σiσ−1i−1 por σ
−1
i σi−1σi en nuestra ex-
presio´n de β˜
β˜ = σn−1σn−2 . . . σiσ−1i σi−1σiσ
−1







i se anulan y, utilizando de nuevo la primera de las relaciones, podemos
enviar σi−1 al principio de la palabra





(b) j = i
Procedemos igual que en el caso anterior, an˜adiendo delante y detra´s de nuestro gen-
erador la trenza necesaria para que la u´ltima cuerda regrese a su posicio´n, quedando
la siguiente β˜ :
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Figura 4.7: β˜ isoto´pica a xi
β˜ = σn−1σn−2 . . . σi+1σ2i σ
−1
i+1 . . . σn−2σn−1 = xi.
En este caso expresarlo en funcio´n de los σi (i ∈ {1, . . . , n − 2}) y los xi (i ∈
{1, . . . , n− 1}) es directo ya que nuestra β˜ es precisamente xi.
(c) j = i+ 1
Siguiendo el mismo procedimiento explicado en el primer caso:
Figura 4.8: β˜ isoto´pica a 1n
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Se cancelan todos los σk con σ
−1
k quedando la n-trenza trivial 1n.
(d) j > i+ 1
En este caso el resultado es
Figura 4.9: β˜ isoto´pico a σi





Utilizamos la primera relacio´n, ya que |i − k| ≥ 2 ∀k ∈ {j, . . . , n − 1}, entonces
podemos mover σi al principio de la palabra





ya que se cancelan todos los σk y σ
−1
k para k ∈ {j, . . . , n− 1}.
2. Caso σ−1i
En este apartado los casos son ana´logos a los del apartado anterior, difiriendo so´lo en
pequen˜os detalles, escribiremos todo el ana´lisis igual que hicimos en el apartado anterior
pero el lector podr´ıa obviar este desarrollo.
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(a) j < i
La nueva β˜ tendra´ la siguiente expresio´n:
Figura 4.10: β˜ isoto´pica a σ−1i−1
β˜ = σn−1σn−2 . . . σjσ−1i σ
−1





Procedemos exactamente igual que en el apartado 1(a).
Utilizando las relaciones de Bn vemos que efectivamente se puede reducir a σ
−1
i−1.
Gracias a la relacio´n
σiσj = σjσi, |i− j| ≥ 2
podemos intercambiar σi con σk ∀k ∈ {j, . . . , i− 2} quedando as´ı:
β˜ = σn−1σn−2 . . . σi−1σ−1i . . . σjσ
−1





Los σk se anulan con los σ
−1
k ∀k ∈ {j, . . . , i− 2}:
β˜ = σn−1σn−2 . . . σi−1σ−1i σ
−1
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Es ahora momento de utilizar la otra relacio´n de Bn:
σkσk+1σk = σk+1σkσk+1 ⇒ σkσ−1k+1σ−1k = σ−1k+1σ−1k σk+1.






i−1σi en nuestra expresio´n de β˜:











i se anulan y, utilizando de nuevo la primera de las relaciones, podemos
enviar σi−1 al principio de la palabra:
β˜ = σ−1i−1σn−1σn−2 . . . σi+1σ
−1







(b) i = j
Y en este caso nuestra β˜ es isoto´pica a la propia β˜ del apartado 1(c).
Figura 4.11: β˜ isoto´pica a 1n





Los σk se cancelan con σ
−1
k dando lugar a la n-trenza trivial 1n.
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(c) j = i+ 1
Este caso es ana´logo al caso 1(b), el resultado es la siguiente β˜:
Figura 4.12: β˜ isoto´pica a x−1i





Observamos que esta composicio´n de generadores se puede expresar como el inverso
de esta otra composicio´n:





−1 = x−1i .
Lo que da lugar al inverso de uno de nuestros generadores x−1i .
(d) j > i+ 1
En este apartado procederemos igual que en el apartado 1(d):
β˜ = σn−1σn−2 . . . σjσ−1i σ
−1
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Figura 4.13: β˜ isoto´pico a σ−1i
Utilizamos la primera relacio´n (|i − k| ≥ 2 ∀k ∈ {j, . . . , n − 1}), entonces podemos
mover σ−1i al principio de la palabra
β˜ = σ−1i σn−1σn−2 . . . σjσ
−1







ya que se cancelan todos los σk y σ
−1
k para k ∈ {j, . . . , n− 1}.
De esta forma, hemos visto que cualquier trenza pura β se puede expresar en funcio´n de
los generadores σi para i ∈ {1, . . . , n− 2} y xi para i ∈ {1, . . . , n− 1}, ya que ninguno de
los casos anteriores da como resultado una σn−1.
Peinado de los σi y xj
Ahora, una vez hemos cambiado la expresio´n de la palabra de nuestra n-trenza pura β
tal y como explica el apartado anterior, vamos a seguir trabajando sobre esta expresio´n.
Nuestro objetivo es demostrar que podemos cambiar el orden de estos generadores, de
forma que los xi quedan al final de la palabra (es decir, en la parte inferior de la n-trenza),
y los σi queden al principio de la palabra (es decir, en la parte superior de nuestra n-




σ−1i xjσi = ω2
donde ω1 y ω2 son palabras formadas por los xi y sus inversos.
Nota: Es suficiente estudiar esos dos casos generales, ya que los otros dos casos se pueden
reducir a e´stos.
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−1 = ω−11 ,
σ−1i x
−1
j σi = (σ
−1
i xjσi)
−1 = ω−12 .
Podemos reducir todas las posibilidades a 8 casos generales, agrupados en 4 grupos segu´n
las posiciones de i y j.
(a) j < i






i isoto´pica a xj
σixjσ
−1
i = σiσn−1σn−2 . . . σi+1σi . . . σ
2











Utilizamos la primera relacio´n de Bn (σi conmuta con σk si |i− k| ≥ 2):
σixjσ
−1
i = σn−1σn−2 . . . σiσi+1σi . . . σ
2











Aplicando la siguiente relacio´n
σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 ⇒ σ−1i σ−1i+1σ−1i = σ−1i+1σ−1i σ−1i+1
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i = σn−1σn−2 . . . σi+1σiσi+1 . . . σ
2











Y ahora llevamos σi+1 y σ
−1
i+1 al centro, ya que conmutan con estos elementos.
σixjσ
−1
i = σn−1σn−2 . . . σi+1σi . . . σjσi+1σ
−1








n−1 = xj .
Al anular los σi+1 y σ
−1
i+1 que hay en el centro nos queda precisamente el gener-
ador xj .







Figura 4.15: σ−1i xjσi isoto´pica a xj
En el apartado anterior hemos visto
σ−1i xj = xjσ
−1
i .
Multiplicamos ambos lados de la igualdad por σi por la derecha, y es directo
entonces
σ−1i xjσi = xj ⇒ xjσi = σixj .
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Figura 4.16: σixiσ
−1
i isoto´pico a xi+1
Al igual que hemos hecho en ocasiones anteriores, aprovechamos la primera
relacio´n de Bn para intercambiar elementos y mover σi y σ
−1
i hacia el centro:
σixiσ
−1









Ahora utilizando de nuevo la otra relacio´n
σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 ⇒ σiσ−1i+1σ−1i = σ−1i+1σ−1i σi+1.
Actualizamos la expresio´n que ten´ıamos
σixiσ
−1

















i = xi+1 ⇒ xiσ−1i = σ−1i xi+1.
ii. σ−1i xiσi
σ−1i xiσi = σ
−1
i σn−1σn− . . . σ
2


















i+1 que no cambiara´n la trenza,
pero me permitira´n llegar hasta una expresio´n conocida en los xi:
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Figura 4.17: σ−1i xiσi isoto´pica a xixi+1x
−1
i
Utilizamos las relaciones para cambiar elementos:









































i = σiσn−1σn−2 . . . σ
2
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Utilizando, como siempre, la primera relacio´n, permutamos elementos hasta
llevar a σi y σ
−1
i a la posicio´n ma´s ce´ntrica posible:
σixi+1σ
−1









An˜adimos entre las σi+1 del centro el producto σ
−1
i σi (que no altera la trenza
ya que este producto es trivial).
σixi+1σ
−1
















σixi+1σ−i−1 = σn−1σn−2 . . . σ−1i+1σiσi+1σ
−1






























Figura 4.19: σ−1i xi+1σi isoto´pica a xi
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Multiplicando ambos lados de la igualdad por σi por la derecha tenemos:
σ−1i xi+1σi = xi ⇒ xi+1σi = σixi.






i isoto´pica a xj
Tanto en este apartado como en el siguiente, se ve a simple vista que σi conmuta
con xj , ya que las cuerdas i y n no iteraccionan en ningu´n momento.
Vamos a hacer el ana´lisis algebraico de la situacio´n:
σixjσ
−1
i = σiσn−1σn−2 . . . σ
2







Los elementos σi y σ
−1
i conmutan con todos los σk y σ
−1
k ∀k ∈ {j, . . . , n− 1}:
σixjσ
−1
















Este caso es ana´logo al caso anterior.
39
4.2. PEINADO DE TRENZAS PURAS CAPI´TULO 4. EL GRUPO DE TRENZAS
Figura 4.21: σ−1i xjσi isoto´pica a xj
σ−1i xjσi = σ
−1
i σn−1σn−2 . . . σ
2





Los elementos σi y σ
−1
i conmutan con todos los σk y σ
−1
k ∀k ∈ {j, . . . , n− 1}:








n−1 = xj .
Y entonces
xjσi = σixj .
Es decir, ten´ıa una n-trenza pura
β = σα1i1 . . . σ
αk
ik
tal que 1 ≤ i1, i2, . . . , ik ≤ n− 1.
En el primer paso he conseguido expresarla como producto de σk, σ
−1
k , xj y x
−1
j para k ∈
{1, 2, . . . , n− 2} y j ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.
En el segundo paso hemos demostrado que podemos mandar las xi y x
−1
i al final de la palabra,
expresando la n-trenza:
β = σα1i1 . . . σ
αk
ik
xγ1j1 . . . x
γl
jl
para 1 ≤ i1, i2 . . . , ik ≤ n− 2 y 1 ≤ j1, j2, . . . , jl ≤ n− 1,
de tal forma que σα1i1 . . . σ
αk
ik
es un elemento de Pn−1 (si lo miramos dentro de Pn) ya que la
u´ltima cuerda permanece esta´tica, sin iteraccionar con ninguna de las n− 1 primeras cuerdas,
y




4.2. PEINADO DE TRENZAS PURAS CAPI´TULO 4. EL GRUPO DE TRENZAS
es un elemento de K, es decir, una n-trenza cuyas n − 1 primeras cuerdas esta´n rectas para
abajo, y la u´ltima cuerda se cruza con e´stas.
Aplicamos induccio´n y hacemos lo mismo sobre σα1i1 . . . σ
αk
ik
, para descomponerla en otras dos
trenzas, tal y como hemos hecho para Pn. Continuamos as´ı la induccio´n hasta P2
4.2.2 Ejemplo: peinado de una 4-trenza
















Dibujamos hiperplanos tal que entre cada dos hiperplano consecutivos haya exactamente una
interseccio´n.
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Procedemos segu´n el paso 1, es decir, an˜adiendo delante y detra´s de cada trenza de nuestra
divisio´n lo que necesitamos para que la cuerda n vaya siempre a la posicio´n n de cada hiperplano.
Como ya estudiamos los casos individualmente, vamos a identificar en que´ caso se encuentra
cada uno de los generadores de la divisio´n y a sustituir su expresio´n por la que encontramos
previamente en la explicacio´n del proceso de peinado.
1. Caso 1(d) σ1 → σ1
2. Caso 2(c) σ−13 → x−13
3. Caso 1(c) σ2 → 14
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4. Caso 1(b) σ2 → x2
5. Caso 1(d) σ1 → σ1
6. Caso 2(b) σ−13 → 14
7. Caso 2(c) σ−13 → x−13
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8. Caso 2(c) σ−12 → x−12
9. Caso 2(b) σ−12 → 14
10. Caso 2(b) σ−13 → 14








Es momento ahora de aplicar el segundo paso, y convertir esta expresio´n en otra equivalente,
tal que las σk este´n al principio de la palabra, y las xk al final. De nuevo identificamos el caso
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x−13 σ1 = (σ
−1
1 x3)









Hemos conseguido nuestro objetivo, y por tanto la trenza β˜ peinada queda:
4.3 Presentacio´n del grupo de trenzas
Sea Bn el grupo de n-trenzas que hemos definido en el primer apartado de este cap´ıtulo, este
grupo admite la siguiente presentacio´n:
1. Generadores :
{σ1, σ2, . . . , σn−1}
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2. Relaciones:
σiσj = σjσi
para i, j ∈ {1, . . . , n− 1} tal que |i− j|≥ 2,
σiσi+1σi = σi+1σiσi+1
para i ∈ {1, . . . , n− 2}.
Durante el resto del apartado nos dedicaremos a demostrar que esta presentacio´n (la pre-
sentacio´n de Artin) es, efectivamente, una presentacio´n va´lida para el grupo de n-trenzas Bn.
Definimos el grupo abstracto B˜n con la siguiente presentacio´n:
B˜n =
〈
σ˜1, σ˜2, . . . , σ˜n−1
∣∣∣∣∣ σ˜iσ˜j = σ˜j σ˜i i, j ∈ {1, 2, . . . , n− 1} |i− j| ≥ 2σ˜iσ˜i+1σ˜i = σ˜i+1σ˜iσ˜i+1 i ∈ {1, 2, . . . , n− 2}
〉
Para probar que cualquier relacio´n en Bn es consecuencia de las dos relaciones presentadas en
su definicio´n necesitamos demostrar que B˜n y Bn son isomorfos como grupos. Es decir, que la
correspondencia
σ˜i 7−→ σi
es en realidad un isomorfismo de grupos.
Definimos para ello el homomorfismo que va del grupo libre Fn−1 a Bn
f : Fn−1 −→ Bn
σ˜i 7−→ σi
Para definir un homomorfismo en el grupo libre es suficiente con conocer las ima´genes de los
generadores.
Vamos a estudiar la imagen y el nu´cleo de este homomorfismo. Para calcular la imagen de-
mostraremos que el homomorfismo es exhaustivo, y por tanto la imagen es Bn.
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• Exhaustividad Consideramos un elemento arbitrario de Bn de la forma:
β = σα1i1 σ
α2
i2
. . . σαkik
para 1 ≤ i1, i2, . . . , ik ≤ n− 1. Sea β˜ un elemento de Fn−1 tal que:
β˜ = σ˜α1i1 σ˜
α2
i2
. . . σ˜αkik .
Entonces, por definicio´n del homomorfismo f :
f(β˜) = f(σ˜α1i1 σ˜
α2
i2
. . . σ˜αkik ) = σ
α1
i1




Por lo tanto f es exhaustivo.
• ker (f)
Nuestro objetivo en este apartado es ver que ker(f) es la clausura normal de las relaciones
en B˜n.














i+1 i ∈ {1, . . . , n− 2}
1. 〈〈R〉〉 ⊆ ker(f)
Sea w ∈ Fn−1 tal que w es producto de conjugados de las relaciones en B˜n
w = (w−1j1 Rt1wj1)(w
−1
j2
















i+1) = 1Bn .









j = 1Bn ,
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para i ∈ {1, . . . , n− 2}.
Luego
〈〈R〉〉 ⊆ ker(f).
2. ker(f) ⊆ 〈〈R〉〉
Sea w ∈ ker(f), es decir, f(w) = 1Bn , nuestro objetivo es ver que w es producto de
conjugados de las relaciones de B˜n (i.e. w ∈ 〈〈R〉〉):
w = σ˜α1i1 σ˜
α2
i2
. . . σ˜αkik .
Aplicamos f , convirtiendo este producto de generadores del grupo libre en una n-
trenza en Bn:
β = f(w) = f(σ˜α1i1 σ˜
α2
i2
. . . σ˜αkik ) = σ
α1
i1




Y, por tanto, β = f(w) = σα1i1 σ
α2
i2
. . . σαkik ∈ Pn.
Aplicamos ahora el proceso de peinado explicado en el apartado anterior a β,
es decir, multiplicamos β por conjugados de relaciones hasta peinar la trenza, ex-
presa´ndola como producto semidirecto de elementos del grupo libre:
β = β1β2 . . . βn−1
donde βi ∈ Fi.
Pero como ya sab´ıamos, nuestra β es la identidad en Bn y, por unicidad de la
descomposicio´n en el producto semidirecto:
f(β) = β1β2 . . . βn−1 = 1
implica que βi = 1 es la trenza trivial y, por tanto, β seguida del producto de
conjugados de relaciones es la identidad en el grupo libre.
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Figura 4.22: β1β2 . . . βn−1 = 1
Entonces, la expresio´n en Fn−1 equivalente a la trenza peinada en Bn es, en realidad,














donde Rti ∈ R. Pero esta expresio´n, como hemos visto gracias al peinado, equivale

























Es decir, w producto de conjugados de la relaciones y, por tanto
β ∈ 〈〈R〉〉 ⇒ ker(f) ∈ 〈〈R〉〉.
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